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QUESTIONARIO DI MATEMATICA APPLICATA - CLASSE QUINTA CORSO IGEA

(EX CLASSE QUARTA) ELEMENTI DI ANALISI MATEMATICA NEL PIANO

= =4 =4 -8 -4

1) Quali sono le principali fasi di uno studio di funzione ?

Determinazione del dominio
Studio del segno
Determinazione delle eventudi intersezioni con gli assi cartesiani
Determinazione di eventuali asintoti
Calcolo della derivata prima e studio degli eventuali massimi e minimi e
AAT 1T 8 AT A A ifuBzio@i(derialal ptinfa positiva equivale a funzione crescente,
derivata prima negaiva equivalea funzione decrescente)
Calcolo della derivata seconda e studio degli eventuali flessi e della concavita della
funzionej AAOEOAOA OAAT T AA bl OEOGEOA ANOEOAI A A
seconda negativaequivale a funzione concavaersoil basso
Rappresentazione grafica di tutte le informazioni ricavate
2) Dopo aver dato la definizione di derivata di una funzione y = f(x) in un
punto Xo appartenente al suo dominio, determina, attraverso la definizione,

la derivata della funzione y = x* nel suo punto di ascissa 1.
La derivata di una funzione y = f(x) in un puntoxappartenente al suo dominio € il

1 EIl EOA AAl OADPDI OOiI ET AOAIT AT OA1T A Al OAT AAO

) (x +hI—F( . i f o
11mh_mM = f'(x,). Nel caso in esame avrenf'(1) = hmh_}[,,L}1 =2

k k
3) Descrivi in sintesi come definiamo i punti di discontinuita di prima, seconda
e terza specie di una funzione reale di variabile reale

Assegnata una funzionw = f(x) definita nel dominio D = (—co;¢) U (¢;+co) diremo:
x = ¢ € un punto di discontinuita di FRIMA SPECIE ¢dlim,, - f(x) = he
lim,_,_+ f(x) = k, con h e k numeri finiti e diversi fra loro
x = ¢ € un punto di discontinuita di SECONDA SPECIE se almeno uno dei due limiti
sopra citati 0 non esiste o e infinito (classico esempio di punti di discontinta di

seconda specie e rappresentato dagli asintoti verticali)
x = ¢ € un punto di discontinuita di TERZA SPECIE o ELIMINABILE se i limiti sinistro e

destro sopra citati sono finiti ed uguali ma in tale punto la funzione non esiste.

4) Come si chiamano i punti in cui una funzione e continua ma non derivabile ?
Come si calcolano ?
| punti in questione si chiamano, CUSPIDI, PUNTI ANGOLOSI e FLESSI A TANGENTE
VERTICALE. Assegnata una funzioy = f(x) definita in tutto R e calcolata lasua

derivata prima v" = f'(x) che risulta definita nel dominioD* = (—o;c) U (¢; +o),

diciamo che:
T nx=cAd7T O1 A #im___-f' (x)sFoodelim, __+f'(x) =+oo
T nx=cAd871 O &, 33/ ! 41 . lim_-f(x)=t;@4) #! , %
lim, _,+ f'(x) = +oo

T nx=cA87 O1 05. 4/ lim_ - f (x)=Relim __+f'(x)=kcon

(
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5) Come si calcolano gli asintoti verticali, orizzontali ed obliqui di una
funzione reale in una variabile reale ?
Assegnata una funzioa y = f(x) definita in un dominio D = (—oo;¢) U (¢; +00)
9 Selim,__f(x) =« allora x = ¢ & asintoto verticale
1 Selim, .. f(x)=lalloray =1 é asintoto orizzontale
T 3A 1117 17 DPOAOGAT OA 1 6AO0ET O 61T 1T OEUUI T OAI
del 1 8 AOET Oy =mx + qgfohm = limx_,m%

6) Quando una funzione ¥ = f(x) in un punto del suo dominio ha un flesso a

eq = lim, . (f(x) — mx)

tangente orizzontale ? E un flesso a tangente obliqua ?
Una funzioney = f(x) in un punto del suo dominio ta un flesso a tangente orizzontale

se in tale punto si annulla e non cambia di segno la derivata prima e si annulla e cambia
di segno la derivata seconda.

Il flesso a tangente obliqua & molto piti comune. E infatti sufficiente che in tale punto si
annulli e cambi di segno la derivata seconda ma non si annulli la derivata prima.

Modulo 1 — ELEMENTI DI STATISTICA INFERENZIALE
7) Descrivi le caratteristiche del campionamento casuale semplice.

La scelta del campione nel campionamento casuale semplice viene affidata al caso e non a chi compie
I’indagine. Le caratteristiche essenziali sono due:

9 Ogni unita della popolazione ha eguale probabilita di far parte del campione;

1 Ogni campione deve avere la stessa probabilita di essere formato.
Si puo applicare se la popolazione ¢ omogenea e le unita statistiche individuabili mediante un numero.

8) Spiega i concetti di popolazione e di campione.
Popolazione: I’insieme di tutti i soggetti oggetto dello studio;
Campione: sottoinsieme costituito da soggetti che permettono di generalizzare i risultati all’intera
popolazione.
Caratteristiche fondamentali del campione: numerosita adeguata secondo la popolazione di origine e il tipo di
studio; la struttura della popolazione deve essere rispecchiata nel campione.

9) Caratteristiche del campionamento casuale semplice in caso di estrazione
bernoulliana

Nel campionamento casuale semplice con estrazione bernoulliana ogni unita statistica
estratta viene rimessa nella popolazione e quinddgni unita ha uguale probabilita di
essere sorteggiata. Laprobabilita di estrazione e i ; le estraziori sono eventi
indipendenti.
Il numero di campioni che si possono estrarre con estrazione bernoulliana da una
popolazione di N elementio SPAZIO DEI CAMPIOMIuguale a D'y, = N©

10) Caratteristiche del campionamento casuale semplice in caso di estrazione

in blocco
Nel caso di estrazione in blocco le n~unita statistiche che compongono il campione
OAT ci1T1T AOOOAOOA AT 1 OAI DI OAT AAT AT OA 1T OOARA
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Le estrazioni sono evati dipendenti. Il numero di campioni che si possono formare
con estrazione in bloccoo SPAZIO DEI CAMPIOM,uguale a:

N!
n! (N —n)!
11) Descrivi i concetti di parametro, stimatore e stima
Parametro : valore caratteristico della popolazione;
Stimatore : funzione espress rispetto alle possibili n - ple campionarie che si
possono estrarre da una popolazione e serve per stimare un parametro
Stima: si ottiene sostituendo le n-ple campioPA OEA Al 1 6 ET OAOT T AAIT I

12) Quando uno stimatore si dice corretto? Quando consistente in senso
debole? Ed in senso forte?
Uno stimatore Tn di un parametro ¢ si dice corretto quando£(T:) = € Se |o stimatore
non & corretto ma vale la seguente uguaglianZim.-=E(T:) =# allora lo stimatore &
asintoticamente non distorto e quindi anche consistente in probabilita o in senso
debole. Calcolando EQN) = Var(Ta) + [Distorsione(Tn)I* se vale la relazione
lim,__ EQM(T;,) =0 allora lo stimatoreT= & consistente in media quadratica o in senso
forte. La consistenza irmedia quadratica implica la consistenza in probabilita. Non e
vero il contrario.
13) Enuncia e dimostra le proprieta dello stimatore media campionaria in
caso di estrazione bernoulliana..
La media campionaria® & uno stimatore corretto del parameto ¥, media della
popolazione., infatti, E(¥) =u : essendo corretto & anche asintoticamente non distorto
e quindi consistente in senso debole. Lo stimatore media campionaria € anche
consistente in senso forte in quanto il limite pernch OAT AA Al 1 G6ET £ZET EO

limy_,..—=10

quadratico medio € pari a zero. Risulta, infatt’, n
14) Enuncia i teoremi sulla media campionaria
Il valor medio della media campionaria per un campionamento bernoulliano € uguale
alla media # della popolazione e la varianza della media campionaria € uguale alla
OAOEAT UA AAIT 1T A PIBi1AUEITA AEOEOI 16AI PEAU
In sintesi: E@)=u e Var(X)="
Il valor medio della media campionaria in caso di estraziona blocco e uguale alla
media “ della popolazione, ossiaE(¥)=4, la varianza della media campionaria &

r N-n
Var(X)="w v—:. Dove N rappresenta il numero degli elementi della popolazione e n il
numero degli element del campione.
15) Verifica le eventuali proprieta di correttezza e consistenza in probabilita
dello stimatore varianza campionaria in caso di estrazione bernoulliana
Lo stimatore varianza campionaria®® & uno stimatore non corretto di ©° ma €
asintoticamente non distorto e quindi consistente in probabilitd per stimare la

" n—1 "
varianza della popolazione. Risulta, infatt? S =7 2" glim,_._E(5?) = o?

16) Data una popolazione X~ N(#:¢*), consideratalan-bi A AE OAOEAAEI] E
definisci le proprieta del seguente stimatore: (stimatore indicato
AAT 1 8ET ©OACT AT OA

17) Data una popolazione di N=8 elementi, quanti campioni di 2 elementi
posso estrarre in caso di estrazione bernoulliana? E in caso di estrazione in
blocco?

g . . (n-103 +3; -, ¥y +X
! Possibili stimatori per esercitarsi: T, :% (T, =2
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Ricordando chein una popolazione costituita da N elementi, se estraggo un campione

di n elementi (con"=¥q h 11 OPAUET AAE AAIPEITEhRh 1T O¢
estraibili, in caso di estrazione bernoulliana € pari alle disposizioni con ripetizioneid

N di classe n. In caso di estrazione in blocco, lo spazio dei campioni & dato dalle
combinazioni semplici di N elementi di classe n. Nel caso in esame sara quindi: a) in

caso di estrazione bernoulliana D 8° = 64. ; b) in caso di estrazione irblocco

) g7
C:(E) - T =28
18) Spiega in sintesi il significato di intervallo di confidenza assegnato un

margine di errore a
Partendo da una popolazione normale con mediai(parametro da stimare) e

varianzanotaononn® Ah AOOOAOAOOT 1 8AT A1l EOE AE O1
qlgmgnti POsSSO po;struire un ir]tervallq c‘he' ml cor)sgnte diNeffet:[ugrg una stimaNdi o
ET OAOOAIT 1T AAl DPAOAI AOOT AEOAOI 8 10A006C

tollerato pari al 5%, puo rientrare, su 100 intervalli, fra i 95 intervalli che
contengono il parametro da stimare o fra i 5 intervalli che non lo contengono ed é
chiamato intervallo di confidenza.

19) Analizza i casi possibili di intervallo di confidenza di una media
Partendo da una popolazione nanale con mediam e varianza nota o non nota,

posso distinguere i seguenti casi: a) il campione estratto dalla popolazione é
piccolo (n minore o uguale a 30) e la varianza della popolazione non e nota. In
questo caso si fa ricorso aIIaAEOOOEAOUEI I A O AE 300/

SR E T
rappresenta la media del campione estratto, la t di Studenti di 1 meno alfa mezzi
con n1 gradi di libertd rappresenta il valore che ricavo dd tavole della t di
Student, s e lo scarto quadratico medio CORRETTO del campione e n € il numero
degli elementi del campione estratto. ; b) il campione estratto dalla popolazione
grande e la varianza non € nota. Rispetto al caso precedente cambia $o0ld OOE | E U L
della distribuzione che, in questo caso, é la normale, ossi& ,, c) il campione

1-=

2

estratto dalla popolazione & o grande o piccolo ma la varianza della popolazione é

corrispondente sara il seguente: ex t1 dove X medio

TTOA8 )1 NOAOGOI AAOI | 6ET <0AGshiendd adsSE Al
s*.

20) 1 OAT AT AE OOEI EUUA 1 6ET OAOOGAT T T AE ATI
costituito ?
3E OOEI EUUA 1 6ET OAOCOGAITTT AE ATT EZEAAT UA

popolazione distribuita secondo una binomiale diparametri n e p, intervallo é

- / - Y
cosi costituito: gp- z , Pd-p), Ptz P p)gdove p rappresenta la
& -2 n -2 n U

frequenza rilevata dal campione di n elementi z ,, cona errore accettato, é il
1- =
2

valore ricavato dalla tavola della distibuzione normale. o o o
21) 3 DPEACA EI OECTI EAZAEAAOT AE AOOI OA AE PDOEI

e analizza le loro differenze

Assegnate due ipotesi statisticheH, e il suo contrario H,, definiamo errore di

prima speciea la probabilita di rifiutare H, (e quindi accettare H,) quando H,,

e vera. Definiamo invece errore di seconda specig la probabilita di accettare
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H, quando é falsa (& quindi veraH,) . Risulta impossibile annullare
contemporaneamente entrambi gli errori sopra definiti in qualunque test.
$AT 1 8A001T OA AE pddsh AdinireAafoteda AchtEshy=1- b

22) #1 OOOOEOAE A DPEAAAOA O1 OAOO ABEDI OAOE
piccolo e varianza sconosciuta
Da una popolazione normale con mediane varianzas * sconosciute estraggo un

campione di quattro elementi che forniscono i seguenti risultatix, = x, =1,
x,=0,%x =28 61 CI ET OAQ:A RAs H,6/E D,2.Frat@rtosi di

untestdd EDT OAOE AT1T AAIPEITA PEAATITT A OAOE
seguente regione di rifiuto costruita con la t di Student e un alfa pari a 0,05:

_é_ 3 S _ 3 Sl_:l s = . o " < N e oA A
R—%x<l,2-t0’9755,x>l,2+t0’975538 3A 162 1T AAET AAl 1T100C
nella regione di rifiuto sopra costruita, iME OO1 | 6 EDT OAOE meE DBAOO

OECT EAEAAOEOAIT AT OA AEOAOOT AA phgg )1 AA
23) #1 OOOOEOAE A DPEAAAOA O1 OAOGO ABEDI OAOE
Da una popolazione distribuita secndo una normale con mediame varianza

52 =1, estraggo un campione di 6 elementi che forniscono i seguenti risultati:
X =X, =4, X,=%x=6, x,=x,=5h Ol ¢l EI OAQQAmxA vsl GEDI

H:m5 O0O0AO00AT AT OE AE O OAOO ABGEDPI OAOE A
seguente regione di rifiuto con la  distribuzione normale:

A~

e a o . -
R=1X>5+z, Gavendo ipotizzato un errore alfa tolleratoparial 5P 8 3 A 1 & ¢

1
ARG
medio del nostro campione cade nella regione di rifiuto sopra costruita, rifiuto
1 EDI OAOE AE DPAOOAT UAh ET AAOI A1 1 OOAOEI
24) #1 OOOOEOAE A DPEAAAOA Od OAOO AGEDI OAOE
Da una popolazione distribuita secondo ua binomiale di parametro p=0,3 voglio
AOOOAOOA O AAIPEITTA AE x WILAH0AVSOE A OI C

H:p,04h ATT 16A0O0I OA Al ZA PAOE A mhmnuv AT C
5 . =
R=1p<04- 7, 0’47@’6;p>0,4+ y /0’4703)’6:. Avend noi rilevato dal

i
AAIi PETTA PEnmhoh OA OAI A OAI T OA APDPAOOEAI
di partenza e quindi p € significativamente diverso da 0,4. In caso contrario
AAAARAOOI 1 6EDI OAOE AE DPAOOAT UAsS
MODULO 2 — ELEMENTI DI ANALISI NELLO SPAZIO

25) Dopo aver dato la definizione di funzione reale di due variabili reali,
determina e rappresenta graficamente il dominio della seguente funzione
i £O0T UET T A ET AEAADPA AAI 1 6ET OACT AT OA

Una funzione reale di due variabili reali &€ unaelazione che associa ad ogni coppia

(x,¥) € D € R* uno ed un solo numero realez.

—— _ _ Inly-2?-1]

* Possibili funzioni per esercitarti: z = Jr—yhz=

»2_yl
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26) Dopo aver dato la definizione di linea di livello, rappresenta, attraverso
almeno due linee di livello, la seguente funzione (funzione indicata
AAT 1 86ET §@ACT AT OA
Le linee di livello sono le proiezioni ortogonali sul piandI(x; y)di tutti i punti della
superficie aventi la stessa quota.
27) Calcola le derivate parziali rispetto ad x e rispetto ad y della seguente
funzione in due variabili reali (funzione indicata AA1 1 8 ET §ACT AT OA
28) Quale procedura seguo per determinare i massimi e minimi relativi di una
funzione in due variabili ? Applicala alla seguente funzione (funzione
ET AEAAOA AA¥I 6ET OACT AT OA
Partendo dalla funzionez = f(x; y) metto a sistema le derivate prziali rispetto ad x
e ad y ponendole entrambe uguali a zero. La soluzione del sistema mi fornisce gl
eventuali punti stazionari (potenziali punti di massimo o di minimo relativo).
Costruisco quindi il determinante Hessiano attraverso il calcolo delle @tro
derivate parziali secondexx,xy,yvxeyy8 6 Al OOT NOET AE 18( AOOEA
punti stazionari.
Possiamo trovare:

1T DHOT O AE OAIT A OA 16EAOOEATT 1 1TAGCAO

%1 HOT O AE 1 AOOGEiI T OAI AGEOT OA 16EAOOE
seconda x, valutata nel punto stazionario, &€ minore di zero

1 HOT O AE T ETEIT OAI AOEOI OA 186EAOOEA
seconda xx, valutata nel punto stazionario, € maggiore di zero

A IT6EAOOEATT 17 OCOAI A A UAwmhe AEOI CT A O
TATT8ET O1 O1TT AAE DOl OE OOAUEIT 1T AOEd OA

€ un minimo relativo; se la funzione e negativa, il punto stazionario € un
massimo relativo; se la funzione € in parte positiva ed in parte negativa, non
abbiamo element per trarre conclusioni.

- . o .. —
? Possibili funzioni per esercitarti: z = x* — y*; z = 4x_-:}
. . +a¥
g eqe . . . . X +i)
* Possibili funzioni per esercitarti: z = ———; z = (3x + ¥} {4y — x¥)?
Inx—iny

3 Possibili funzioni per esercitarti: z = x®y —x? —y? + 2, z = x* — 2x¥ + y* + 2x7 + 3y
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29) Quale procedura seguo per calcolare i massimi e minimi vincolati di una
funzione in due variabili con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange?
Applicala alla seguente funzionej £0T UET T A ET AEAAHPA AAI |1 6 E
Partendo dall funzionez = f(x; y) sottoposta al vincolog(x; ¥) = 0, costruisco la
funzione lagrangianaZz = f(x;v) + Ag(x;y). Calcolo ora le derivate parziali rispetto
ax,y e Adella lagrangiana mettendole a sistema dopo averle poste uguali a zero.

Dopo aver risdto il sistema di tre equazioni in tre incognite, valuto in coincidenza
delle soluzioni (punti critici) il determinante Hessiano orlato cosi composto:

0 g. gy
H=|g: Z.. Z,. | Se,in coincidenza dei punti critici, F<0, il punto critico
g,z Z,

corrispondente éun punto di minimo vincolato. Se, al contrario, in coincidenza dei
punti critici, € >0, il punto critico corrispondente & un punto di massimo vincolato.

MODULO 3 — ELEMENTI DI STATISTICA DESCRITTIVA CON APPLICAZIONI DI ANALISI NELLO SPAZIO
—IL METODO DEI MINIMI QUADRATI, LA REGRESSIONE E LA CORRELAZIONE

30) Spiega in sintesi la condizione dei minimi quadrati

Date due variabili x ed vy, effettuate n rilevazioni sulle due variabili, riportate le

rilevazioni grezze su un grafico a diagramma a dispsione, devo individuare una
funzione che interpoli le rilevazioni grezze minimizzando la somma dei quadrati
delle differenze fra ciascun valorerilevato e il corrispondente valore teorico

individuato sulla funzione interpolante. E necessario precisare chsi minimizza la

somma dei quadrati di tali differenze perchéonla semplice somma delle differenze
quelle negative potrebbero compensare quelle positivefornendo un risultato da

ritenersi non significativo.

31) Come calcolo i coefficienti a e b della retta di regressione ¥ = a+ bx

partendo dalla condizione dei minimi quadrati?
Partendo dalla retta di regressioney = a + bx, applico la condizione dei minimi
NOAAOAOE BDOEIi A OPEACAOA AI1T A OAOOA EIT NO
seguendo la pocedura: a) derivata parziale rspetto ad a posta = 0; b) derivata
parziale rispetto a b posta = 0. Sistema tra queste ultime due derivate parziali per
ricavare le formule diae dip£AAOOT NOAOGOI AAOAOIETT 18(AO
formule trovate generano davvero un minimo(per la dimostrazione, vedere appunti
sul quaderno).

® Possibili funzioni per esercitarti: £ = x% + ¥? convincolo x + 2y = 5;z = (x — 1} + (¥ + 2)2 con vincolo
xt+yi=5

" B para— ¥ g Y qr.
7 Si parte dalla funzione: pla,b) =T, (w —a —bx;)?, per arrivare a ricavare: b = %h ea =¥ — bx
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32) Come puo variare e che significato ha r?

, T OOOAET AAI T A AT OOAI AUETTA AT 1T OEOOA 1 AI
esistente fra due variabili statistiche Xed Y. e detto coefficiente di correlazione
lineare di Bravais Pearson e puo variare fral e 1.

Se r=1 abbiamo una correlazione perfetta inversa e le rette di regressione di Y su X e
di X su Y sono decrescenti e coincidenti

Se-1<r<0 abbiamouna correlazione negativa o inversa e le citate rette di

regressione sono decrescenti ed incidenti

Se r=0 non esiste correlazione e le rette di regressione sono perpendicolari fra loro e
parallele agli assi cartesiani.

Se 0<r<1 abbiamo una correlazione mtiva o diretta e le rette di regressione sono
crescenti ed incidenti

Se r=1 abbiamo una correlazione perfetta diretta e le rette di regressione sono
crescenti e coincidenti.

33) Come puo variare e che significato ha #2?

r? & detto coeficiente di determinazione ed indica la percentuale di variabilita totale

dovuta alla dipendenza lineare della y dalla x. Puo variare da 0 ad 1. Tanto piu e

vicino a 1 quanto piu il modello rappresentato & aderente al fenomeno oggetto di

studio

34) Spiega in sintesi i concetti di indipendenza regressiva e di indipendenza
statistica

Quando tutti i valori della funzione di regressione di y su x sono costanti possiamo

dire che y e regressivamente indipendente da x; se tutti i valori della funzione di

regressione dix su y sono costanti allora x e regressivamente indipendente day; il

contemporaneo verificarsi della regressiva indipendenza di y su x e di x su y implica

la statistica indipendenza fra le due variabili.

35) Date due variabili X e Y so che cov(XY) = —1echeVar(X) = Z, quale
sara la pendenza delle rette di regressione di Y su X e di X su Y? Perché?

Le due rette saranno decrescenti essencb;=— 3 (coefficiente angolare della retta di

regressione di y su x), sapendo ctb, (reciproco del coefficiente angolare della
seconda retta di regressione) deve essere concorde cb;l

36) Con i dati della domanda 35, sapendo che Var(¥) =4, giudicheresti
efficace il modello di regressione lineare che ha dato origine a questi
risultati? Motiva la risposta.

I modello di regressione ha i seguenti daticov(XY)=—-1 , Var(X)=2 e

cor” (XY _
Var X)Var(¥) = 0,125,

Var(Y) = 4, dal calcolo del coefficiente di determinazioner® =
notiamo che solo il 12,5% della variabilita totale € dovuta alla dipendea lineare
della Y dalla X e quindi il modello di regressione lineare considerato & da ritenersi

scarsamente efficace.
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37) Come calcolo i coefficienti di correlazione lineare e di determinazione ?

. . . . i !
Coefficiente di correlazione linear r = —=2%2__ gppure r = +,/B, b, dove b, e
o VerlX Wari ¥)

b, sono rispettivamente il coefficiente angolare e il reciproco del coefficiente

angolare delle rette di regressione di Y su X e di X su Y. Si usa il + quandosséaly
Sono positivi, Si usa ik quando entrambi sono negativi. k e b non possono essere
discordi.

el =
Coefficiente di determinazion¢ % = —— ‘Xﬂﬂoppure r? = b, b, dove b, e b, sono

Var(X)Var(

rispettivamente il coefficiente angolare e il reciproco del coefficiente angolare delle

rette di regressione di Y su X e di Xsu'Y.

38) In un modello di regressione lineare sai che: b1 = 0,3 e b2 = 2, cosa puoi
concludere sulla bonta del modello di regressione lineare? E sulla
correlazione esistente fra le due variabili statistiche?

La bonta del modelb la trovo con il coefficiente di determinazioner® che & il

prodotto di by per bz . Nel caso in esame il prodotto € 0,6 e quindi solo il 60% della

variabilita totale € dovuto alla dipendenza lineare della Y dalla X. Il modello di

regressione lneare € quindi solo mediamente valido. La correlazione esistente fra le

due variabili € positiva o diretta essenda = 0,7746

39) Date le variabili:

X\Y 1 5 7

1 0,2 0,4

4 0,1 0,1

6 p 0,1

Dopo aver ricavato p, costruisci la funzione di regressione o su X traendo opportune
conclusioni sulla eventuale indipendenza regressiva fra le due variabili.

La somma delle frequenze relative inserite deve essere pari a 1. Sara quindi
02+04+01+01+p+01=1(ggcujp=01,

Costruisco, con le distribuzioni marginalj Ialfu?nzione di regressione di Y su X
MO N i i
O 2 2z, z 1z, attraverso il calcolo dei tre valori medi
367 x=1
my(x) = I 3 =4
delle marginali riportate, arrivo a 4 x=6

Non essendo costanti i valori della funzione di regressione dist X trovati, possiamo
AOGAlI OAAOA 16ET AEPAT AATUA OACOAOOEOA OOA
1 6ET AEDAT AAT UA OOAOEOOEAAS
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40) Dai dati della tabella

X\Y 1 5 7
1 0,1 0,25 0,15
4 0,1 0,15

6 p 0,1

Dopo aver ricavato p, costruisci la funzione di regressione di X su Y traendo
opportune conclusioni sulla eventuale indipendenza regressiva fra le due
variabili

Per ricavare p € necessario che la somma delle frequenze relative congiunte con cui Si
presentano le due variabili sia 1. Nel caso in esap = 0,15. Per costruire la funzione di
regressione di* 4 ¥ & per prima cosa, hecessario

costruire le 3 variabili casuali marginali X/Y=1 ; X/Y=5 ; X/Y=7. Una volta costruite le 3
variabili casuali dovro calcolarne il loro valor medio (somma deprodotti dei valori
delle singole variabili casuali per le rispettive frequenze relative). La funzione di
regressione di X/Y =y sara data da questi valori medi abbinati al valore di y che li ha
generati. Se tutti e tre i valori medi trovati sono costantipotremo parlare di
indipendenza regressiva della x dalla y, in caso contrario ci sara regressiva dipendenza

s A L o~ s A ~

AOA 1T A OAOEAAEI E A AAAOU AOOI i AGEAAI AT OA I

MODULO 4 — ELEMENTI DI RICERCA OPERATIVA
41) Dopo aver dato la definizione di Ricerca operativa, descrivine in sintesi le
sue fasi

. A OEAAOAA T PAOAOEOA OE AAEET EOCAA AiTT A TG6A
parte di gruppi interdisciplinari a problemi che riguardano il controllo di
sistemi organizzati uomo -macchina al fine di raggiungere obiettivi che meglio
OAOOATT A1 181 OCAT EUUAUETTA TAIT 001 ETOEAI
Si articola nelle seguentfasi:

fla. Formulazione del problema e raccolta dell@formazioni;

fb. Costruzione di un modello matematico (funzione obiettivo e sistema dincoli);

fic. Ricerca di una soluzione (quella ottimale riduce al minimo i costi 0 aumenta al
massimo il rendimento);

7d. Controllo del modello e della soluzione (controllo unita di misura x le espressioni
matematiche);

fe. Attuazione e aggiornamento delladuzione o revisione del modello matematico con

ritorno al punto b.

42) Come classifichi i problemi di
decisione ?

Una prima suddivisione porta a distinguere i problemi di scelta in relazione al

numero delle variabili indipendenti, dette variabili di azione © di decisione): sono le

variabili (o incognite) delle quali occorre trovare il valore ottimo, cioe il valore che

rende ottima la funzione obbiettivo: Tale valore ottimo delle variabili costituisce la

soluzione ottima del problema.

Si hanno cosi problemi dscelta dipendenti da una sola variabile e problemi di scelta

dipendenti da due o piu variabili.

10
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Le variabili non sono libere di assumere qualunque valore, ma sono condizionate da
vincoli di vario genere che si esprimono, dal punto di vista matematico, rdante
equazioni e/o disequazioni. Un primo vincolo solitamente presente ¢ il vincolo di
segno, poiché le grandezze economiche (quantita di merce prodotta, numero di
addetti,ecc.) devono essere non negative (maggiori o uguali a zero). Altri vincoli sono
di natura tecnologica: ad esempio,la quantita prodotta non puo essere superiore alla
capacita massima produttiva degli impianti, la quantita di merce trasportata non puo
superare la capienza dei depositi di arrivo o la portata massima dei mezzi di
trasporto,ecc.

Per effetto di questi vincoli la variabile, o le variabili, possono assumere un insieme
di valori, detto campo di scelta (in termini geometrici, regione ammissibile), che puo
essere discreto, se i valori delle variabili sono in numero finito (ad esengpnumeri
naturali), oppure continuo se i valori di ogni variabile sono tutti quelli di uno o piu
intervalli reali.

| problemi di scelta si distinguono in problemi di scelta con effetti immediati, se fra il
momento della decisione e il momento della realzazione decorre un tempo breve
che non influisce sulle grandezze economiche, e problemi di scelta con effetti
differiti, se occorre tener conto dell'intervallo di tempo. In quest'ultimo caso per le
valutazioni si devono applicare i procedimenti della materatica finanziaria.

Un‘altra importante classificazione riguarda le condizioni di certezza o di incertezza.
Precisamente si ha:

a) scelta in condizioni di certezza, se i dati e le conseguenze sono noti a priori, cioé
prima della soluzione del problema e déh sua applicazione concreta;

b) scelta in condizioni di incertezza, quando alcune grandezze sono variabili casuali
(cioe esse assumono determinati valori con una certa probabilita). Per la soluzione di
tali problemi occorre applicare i metodi del calcolaelle probabilita.

11
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43) Descrivi un problema di scelta fra tre alternative in caso di minimo costo
con funzioni obiettivo rette

Da un possibile scenario come quello della figura sotto riportata:

A it B

»OOAT AT O1 DOTA[AIA AgAiETE@&%ﬂ%@@T [TOT
1 6EDI OACE # AAId ORI GAOOA! 16kAD0 OBBOE #h Al D
1 6EDI OAOE ! 8 I'T OAOU | AE DPEI AT 1 O0AT EAT OA

maggiori ad almeno una delle altre due ipotesi

44) Descrivi un problema di scelta fra due alternative di massimo guadagno
con una funzione obiettivo parabola ed una funzione obiettivo retta

Da un possibile scenario come guello della figura sotto riportata:

G(xh

Trattandosi di un problema di massimo utile dovro scegliere gli interalli con le

ordinate maggiori. Da0adxOAOU DHAOOAT 01 DEIT AT 1T OAT EAT O/
retta. DaxadxOAOU DPET A||0A|EA|@&mmmmMQAO|AOEOA
01 o1 AU AA AOOAOA DPEI T OAT EAT OA 18A1 OAO

12
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45) Analizza la differenza fra problemi di scelta con effetti immediati e
problemi di scelta con effetti differiti e fra scelte in condizioni di certezza e
scelte in condizioni di incertezza.

Problemi di scelta con:

a. Effettiimmediati: la variabile tempo € ininfluente, dal momenb della decisione
al momento della s@arealizzazione passa un tempo non ritenuto significativo;

b. Effetti differiti: la variabile tempo incide sulla mia decisione (REATIR);

1. Dicertezza: i dati e le conseguenze sono noti a priori;

2. Diincertezza: esistono delle variabili probabilistiche che incidono sulla
mia possibile decisione.

46) Descrivi un problema di scelta nel caso continuo di massimo guadagno con
funzione obiettivo retta

Un possibile scenario puo essere rappresentato dalla seguente figura:

G4

]

Quando k funzione obiettivo € lineare abbiamo sempre un vincolo tecnico

rappresentato dalla massima capacit® OT AOOOEOA AAI 1 8AUEAT AA j
Riguardo al significato economico dei vari componenti del grafiagecordiamo: q

(quantita minima da produrre per non lavorare in perdita), t (quantita da produrre

per massimizzarel 8 OOET A8 ' 6q © 1800EI A 1 AOGOEI T 8

13
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47) Descrivi un problema di scelta nel caso continuo di massimo guadagno con
funzione obiettivo parabola e con la presenza di ulteriori vincoli
Un possihle scenario puo essere rappresentato dalla seguente figura:

6 1

a c d b
0 » X
JI Xy ] \
In assenza di vincoli tecnici a e b rappresentano i limiti di produzione per non
lavorare in perdita. Xv é laquantit?A A D OT AOOOA PAO |1 AOOGEI EUUA
1 800ET A 1 AOOGEI T 8
Con vincdo di produzione pari a d, a sarebbe la minima quantita da produrre per
non lavorare in perdita, riguardoA1 1 A NOAT OEOU AA DPOT AOOOA b
DAO 1 600ET A 1 AGOGEI T OAI CI 11 cabokliasénBa@OA AT 1
vincoli tecnici di produzione.
Con vincolo tecnico di produzione pari a ¢, a rappresenta sempre la quantita da
produrre per non lavorare in perdita, ¢ rappresenta la quantita da produrre per
i AOOEI EUUAOA 1600EI A AEAR ET NOAOGOI AAOI N
48) Nella scelta fra progetti finanziari descrivi il criterio del REA,
evidenziando in modo particolare la sua proprieta di linearita per i progetti
composti

I REA (Rendimento Economico Attualizzato), ipotizzato per progetti di tipo PIPO o
PICO, é dato dalla differenztxa valore attuale delle entrate future e valore attuale
AAT 1 6ET OAOOEI AT O ET EUEAI As

N O AOEOAOET OI CCAOOEOTI ET NOAT O1 AE
, A /E(")T UE'l' TA AEA 1T OADDPOAOAT OA 7 OAI

Yyl pOT 01 ABET OAOOGAUEIT T A /iolgine A TIREOT UET
Proprieta di linearita: Rea(aA + pB) = a REA(A) + B REA(B)

49) Descrivi in sintesi il criterio del TIR nella scelta fra progetti finanziari e
quindi calcola il TIR di un progetto che da origine ai seguenti flussi
finanziari F=(-1000;700;500) ai tempi t=(0;1;2).

14
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Il TIR € un criterio di scelta fra progetti finanziari in cui il tasso e incognito e quindi
non soggettivo come nel casdel REA ed e otnuto annullando il corrispondente
rendimento economico attualizzato.

700(1+i)" + 500(1+i)2-1000

(1+1)1=x
700x+500x-1000=0 X = %78
' . 1
(1i)= 0.878 (1+ij ——= 1,139~ 10,139 TIR=0 139

50) Cosa intendi per progetto PICO ? E per progetto PIPO ? Ipotizza un

progetto PIPO e calcolane il TIR
Per progetto PICO (Point Input, Continuous Output) si intendono i progetti che
prevedono un investimento inizialee successive periodiche entrate. Nel caso in cui
parlassimo di progetti di investimento con un investimento inizialelA A 01 6 OT EA A
entrata futura, staremmao trattando di un progetto di tipo PIPO (Point Input, Point
Output).
Esempio PIPO. Investimento iniziale € 2000 tra 3 anni e 2 masi st avranno € 2200
2000(1+i)*+212= 2200

(3+2112) %4},030554?3 —--—-----3,05% (TIR nascosto nel progetto PIPO considerato)

51) Studia analiticamente e rappresenta graficamente la funzione REA del
seguente progetto:

Capitali -100 60 60
Tempi 0 1 2
La domanda e riferita a descrivere la funzione REA assegnato un progetto
d'investimento.
Esempio, dato il progettcF (—=100:60:60) aj tempi T(0: 1: 2}
La funzione sarebbeREAG) = 60(1 +1)7* +60(1 +1)7 100 peri = -1
Cosa serve calcolare ?
Asintoto verticale :1= —1
Asintoto orizzontale: REA(T) = —100
Derivata prima REA (i} = —60(1 + )7 - 12001 + 7* < 0 sempre e quindi la funzione &
sempre decrescente
Derivata secondeREA" () = 12001 +1)7% + 360(1 + )7 = 0 sempre e quindi la funzione &
sempre concava verso l'alto.
Il punto d'intersezione fra la funzione e I'asse delle i e il TIR.

Graficamente la funzione risulta essere la seguente:

15
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} BOS8E £ 40123 AL

52) $AT 1 8AT Al EOE AE
DOl CAOOE £Z£ET AT UEAOE AGEI OAOOEI AT O1 ' A
REA(B)=34,16. Come calcoli il REA del progetto C dove C=5A+3B ?

REA(A)= 45,32 e REA(B)= 34,16 REA(C)= 5A+3B

Applico la proprieta di linearitaAAT 2 %! A T OOAOOEd uvOdtuvhoaogCc

226,60+102,48= 329,08

53) Quali condizioni devono verificarsi affinché un problema di
programmazione lineare in piu di due variabili sia riconducibile ad un
problema in due variabili da risolvere con il metodo grafico?

Assegnata una funzione obiettivo lineare in piu di due variabili, sottoposta a vincoli
tecnici e vincoli di segno, &€ necessario precisare che la differenza fra il numero di
variabili utilizzate dal modello ed il numero di equazioni presenti nei vincoli deve
essere sempre pari a due. E infatti possibile, in questo caso, esplicitando
opportunamente le equazioni dei vincoli e sostituendo, arrivare ad un modello di due
sole variabili da risolvere graficamente.

54) Descrivi in sintesi un modello di programmazione lineare risolvibile con il

metodo grafico
Assegnata un funzionez = f(x ;; x,....; x,) che rappresenta la funzione obiettivo

con vincoli tecnici e vincoli disegno, affinché il modello di programmazione lineare
sia risolvibile con il metodo grafico dovranno essergreserti due variabili o il
modello dovra essere riconducibile a sole due variabili.

Determino il dominio nel sistema dei vincoli, solitamente una regione di piano
limitata, e sostituisco le coordinatedei suoi vertici alla funzione obiettivo per
individuare la composizione produttiva che porta o a MASSIMIZZAREO
MINIMIZZARE la funzione obiettivo stessa.

;

55) Come gestisci un problema di
programmazione lineare risolvibile con il metodo grafico quando la regione di dominio dei vincoli
¢ illimitata ?
Assegnata la fazionez = f(x;¥) quando il dominio del sistema dei vincoli &
rappresentato da una regione di piano illimitata utilizzo le linee di livello individuate
dalla funzione z per determinare la presenza del massimo o del minimo della
funzione obiettivo. La naura dei punti di MAX o MIN e compresa attraverso
1 8AT AAT AT 01 AATT A TETAA AE TEOATITIT O bOA
possibile avere sia un MAX che un MIN.

16
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56) Sisache due prodotti A e B sono venduti rispettivamentea 3 e 5Euroe
che per essere prodotti necessitano rispettivamente di 7 e 10 ore operaio. Si
sa inoltre che le ore operaio a disposizione sono 400. Definire, attraverso
un modello di programmazione lineare, la quantita ottimale di prodotti A e
AA OAT AROA PAO 1L AOOEI EUUAOA 1600EI A
Funzione obiettivo: z = 3x+by

7x + 10y < 400 X Y
x=0 0 40
y=0 57,14 0
y 1
Il dominio del vincol & rappresentato dalla parte evidenziata in giallo
40
A
57 14
= >
0 B X
Z(0)=(0:0) Z(0)=0
Z(A)= (0;40) Z(A)= 3(0)+5(40)= 200
Z(B)=(57,14,0) Z(B)=3(57,14)+5(0)=171 42

Essendo un problema di massimo utile la combinazione produttiva migliore € quella del vertice A
Con0 unita del prodotto A e 40 unita del prodotto B

17
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57) Descrivi in sintesi il problema
delle scorte. Quali sono le sue ipotesi limitative ?

scorte in i
Magazzing

lotto economico

tempo

T1 T2
Data la funzioney = 5 - g + s-Z+ spese di acquisto merce, noto cts - S

rappresenta le spese di ordinaziones - = rappresenta le spese relative al magazzino,

Q rappresenta la quantita di merce necessaria in un cerferiodo di tempo
solitamente un annoz la scorta media, s rappresenta la spesa di magazzinaggio per

unita di merce in un periodo di tempo definito (solitamente I'anno), S la spesa per
una ordinazione, x rappresenta lajuantita da ordinare volta per volta eQ/x il
numero di ordinazioni in un anno (salvo precisazioni temporaldiverse). Per
convalidare i dati del modello sopra descritto devo effettuare delle ipotesi
matematiche nelle quali ilgrafico rappresenta sull'asse delle x i due tempisile Tz,
ossia i sngoli esercizi finanziari, mentre sull'asse delle y

possiamo notare il livello di scorta medie: e un livello di scorta massima relativo ai

tempi T1 eTo, si ipotizza,infatti, che, al termine dell'esercizio, la scorta di magazzino
sia pari a Oe che, all'atto dell'ordinazione, la mercarrivi subito riportando il livello
alla scorta massima.
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scorte in
Magazzing
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Nella realta invece il grafico mostra una situazione di partenza caratterizzata da un

livello di scorta massimasuccessivamente, con il passare del teropsi verifichera

una diminuzione delle scorte e bisognera quindéffettuare nuove ordinazioni al

momento del raggiungimento di un livello, definito livello di riordino, all'atto del

guale si effettuera I'ordinazione che, dopo un periodo necessario allartsegna nel

quale si potra raggiungereuna scorta minima definita, portera nuovamente ad un

aumento del livello delle scorte fino al nuovaaggiungimento della scorta massima.

58) 10AT AT TAIT1TG6AI AEC
progetto finanziario si parla di TIR ? E di TIC ? Evideia e risolvi un caso pratico.

. AT 18A1T AEOT AE O1 DOI GCAOOT £ET AT UEAOEIT DA

mi riferisco a un progetto difinanziamento, mentre parlo di TIR (Tasso Interno di

Rendimento) quando mi riferisco a un progetto dinvestimento. Parlo di progetto di

finanziamento quando la scadenza media aritmetica dei costi € maggiatella

scadenza media dei ricavi. Viceversa parlero di progetto di investimento .

Dato il progetto (-80 ;400;-200) ai tempi (0;1;2). Devo prima definire di cheipo di

progetto si tratta:

_ 08042200 . ..
Ottengo: SMA™ = 804200 1,4286
ossia la Scadenza Media Aritmetica dei costi & pari ad 1 anno 5 mesi e
400-1
+ _ -
4 giorni . 400  ossia la Scadenza Media Aritmetica dei ricavi & pari a 1

anno. Trattasi quindi diprogetto di finanziamento. Il tasso nascosto nel pgetto e
quindi un TIC.

$AI 1 BANGAUET T =80 +400(1+0)7 —200(1+)~* =0
i=3,436 e quindi, in questoesempio, il TIC sara pari al 343,6%.
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59) SapendocheperoOAET AOA OT A AAOOA | AOAA OPAT Al
ordinazione , che mi servono 1000 unita al mese e che per il magazzinaggio
AE AEAOAOT A OT EOU AE 1 AOAA OPATAT x O 16
per volta per minimizzare il costo complessivo di ordinazione e
magazzinaggio, sapendo che la mia capacita massima di magazzino é di 100
unita della merce in questione ?

Si tratta di determinare il minimo della seguente funzione obiettivo:

12000
= 30 + 7x ,
y x con vincolg? = * = 100

Dallo studio del segno della derivata prima otteng che la quantita da ordinare per
minimizzare i costi sara pari a 226,78 Unita. Essendo tale quantita non conforme al
vincolo tecnico di magazzino, dovro ordinare 100 unita per volta per minimizzare il
costo complessivo che risultera pari a 4300
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